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1. Introduction. 

Fixons un nombre premier p > 1 et soient Qp le corps des nombres 
p-adiques et Cp la complétion d'une clôture aglébrique de Qp. 

U ensemble de Fatou F{R) C P(Cp) d'une fonction rationnelle R G 
Cp{z) de degré au moins deux, est par définition l'ensemble des points 
ayant un voisinage X C P(Cp) satisfaisant 

U„>o-R"(A) omet au moins 3 points de P(Cp) ; 

voir |Hsj, jBelj . |Be2j . |Be3j et |R-Llj . L'ensemble de Fatou est ouvert 
par définition et il est aussi dense dans IP(Cp), voir |R-Llj . 

D'après un théorème de L.C. Hsia, tout point de l'ensemble de Fatou 
a un voisinage oii la famille {-R"}n>i est uniformément lipschitzienne 
par rapport à la distance chordale sur P(Cp), voir ftis]. 

Dans le cas complexe on peut définir l'ensemble de Fatou de la même 
façon. Pour étudier l'ensemble de Fatou dans le cas complexe on étudie 
ces composantes connexes. Chaque composante connexe est associée à 
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un comportement dynamique bien déterminé : soit attractif (bassins 
d'attraction), soit quasi-périodique (disques de Siegel et anneaux de 
Herman) ; voir |Suj . |Mij ou |Beaj . 

Dans le cas p-adique on ne peut pas faire la même analyse (au moins 
directement), car la droite P(Cp) est totalement disconnexe (toute com- 
posante connexe de P(Cp) consiste d'un point). D'autre part, il y a des 
fonctions rationnelles dont leur ensemble de Fatou est égal à P(Cp) et 
qui cependant ont au même temps des comportements attractifs et 
quasi-périodiques. 

Dans ce papier on introduit une notion convenable de composantes 
de l'ensemble de Fatou fDéfinition ll.2p et on donne une caractérisation 
des composantes périodiques (Théorème A), qui est analogue au cas 
complexe ; voir [Sûj, |Mij ou |Beaj . 

1.1. Composantes de l'ensemble de Fatou. Comme P(Cp) est to- 
talement disconnexe on remplace la notion de "composante connexe" 
par celle de ''composante analytique" , définit à continuation. Rappelons 
qu'un afïinoïde ouvert est une intersection finie non vide de boules ou- 
vertes. 

Définition 1.1 (Composante Analytique). Soit U une partie ouverte 
de P(Cp) et soit x EU . Alors la composante analytique de U con- 
tenant X est l'union de tous les affinoïdes ouverts X G U contenant 

X. 

Cette définition est plus restreint que celle introduite dans |Be3j, voir 
aussi |R-Llj .^ 

Pour traiter le cas des fonctions rationnelles dont l'ensemble de Fatou 
est égal à P(Cp), on considère la définition suivante. 

Définition 1.2 (Composantes de l'ensemble de Fatou). Soit R G Cp{z) 
une fonction rationnelle de degré au moins deux et soit x G F{R). 
Alors la composante de F{R) contenant x, est l'union de tous les 
affinoïdes ouverts X C F{R) contenant x et tel que 

U„>o-R"(X) omet au moins 3 points de P(Cp). 

(On montre que deux composantes de l'ensemble de Fatou qui s'intersectent, 
coïncident. Ceci n'est pas une conséquence immédiate de la définition). 

Dans le cas où F{R) ^ P(Cp), les composantes de F{K) coïncident 
avec les composantes analytiques de F{R) ; on peut comparer avec |Belj 
et |Bi3] . 

^Ici on considère affinoïdes ouverts au lieu d'affinoïdes fermés. S'il on prend la 
définition comme dans [EiSl ou [ÏÏTTl ( avec affinoïdes fermés) l'énoncé correspon- 
dant du Théorème A n'est pas vraie. 
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L'image par R d'une composante de l'ensemble de Fatou c'est aussi 
une composante de l'ensemble de Fatou. Alors pour une composante C 
de F{R) il y a deux cas. Soit les composantes K^l^C), pour n > 0, sont 
disjointes deux à duex ; on dit alors que C est errante. Soit il existe 
m > n > tel que iî"(C) = ; alors la composante Cq = 

satisfait R'^~"'{Co) = Cq et on dit que la composante Cq est périodique. 

1.2. Classification des composantes périodiques. Le bassin d'attraction 
d'un point périodique attractif zq est l'ensemble des points x G P(Cp) 
satifaisant 

A(iî"(a;),iî"(zo)) ~^ lorsque n ^ oo, 
on A note la distance chordale de P(Cp). De plus le bassin d'attraction 
immédiat de zq est la composante analytique du bassin d'attraction qui 
contient zq. 

Le domaine de quasi-périodicité de R est l'intérieur de l'ensemble des 
points de P(Cp) récurrents par R. 

Dans |R-Llj on a caractérisé la géométrie des bassins d'attraction 
immédiat et des composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité. 
En particulier les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité 
sont des affinoïdes ouverts (Théorème 3 de |R-Llj ). 

Théorème A (Classification des Composantes Périodiques). 

Soit R une fonction rationnelle de degré au moins deux et soit Cq 
une composante périodique de F{R). Alors il y a deux cas. 

1. Cq est un bassin d'attraction immédiat. 

2. Cq est une composante analytique du domaine de quasi-périodicité. 

Dans |R-Llj on a conjecturé que l'ensemble de Fatou est la réunion 
(disjointe) des bassins d'attraction et des préimages du domaine de 
quasi-périodicité. D'après le Théorème A cette conjecture est équivalente 
à la conjecture suivante. 

Conjecture de Non Errance. Toutes les composantes de l'ensemble 
de Fatou sont pré-périodiques. 

Dans le cas complexe un théorème de D. Sullivan dit qu'il n'y a 
pas de composantes errantes de l'ensemble de Fatou ; voir jSuj . De 
plus il y a une caractérisation analogue des composantes périodiques : 
une composante périodique est soit un bassin d'attraction (d'un point 
périodique attractif ou parabolique), soit un disque de Siegel ou un 
anneau de Herman ; voir ^Sïïj, |Mij ou |Beaj . Les disques de Siegel et 
anneaux de Herman sont analogues au domaine de quasi-périodicité, 
car leur réunion est égal à l'intérieur de l'ensemble des points récurrents. 
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1.3. Une propriété de point fixe pour les fonctions rationnelles. 

Fixons une fonction rationnelle R G Cp{z). 

Une partie clé dans la démonstration du Théorème A c'est d'analyser 
la situation oii un espace analytique X C P(Cp) est invariant par R, 
i.e. R{X) C X. 

Dans le cas complexe on applique le Lemme de Schwarz-Pick : R\x 
est, soit une isométrie, soit une contraction pour la distance hyper- 
bolique de X ; voir e.g. jMij et |Beaj . 

Dans le cas p-adique il n'y a apparament pas d'analogue d'une dis- 
tance hyperbolique définie sur X. Alors on fait un raisonement complètement 
différent. On considère l'action R^, induite par R sur l'espace hyper- 
bolique Mp ; voir |R-L2j . La propriété R{X) C X imphque C X, 
oii X C Hp est V enveloppe convexe de X dans Mp ; voir figure ^ 




Figure 1. 



Alors on peut appliquer la propriété suivante, qui est d'intérêt indépendent 
(l'ensemble X est connexe et il contient au moins deux points). 

Propriété de Point fixe. Soit R G Cp{z) une fonction rationnelle et 
soit X G Mp un ensemble connexe contenant au moins deux points, tel 
que R^{X) C X. Alors, soit X contient un point fixe rationnel de R^ ; 
soit il existe un point fixe attractif zq G P(Cp) de R, tel que X contient 
une demi-géodésique issue de zq. 

(Les points rationnels de Mp sont les points de ramification de Mp). 

Une conséquence simple de cette propriété est la proposition suiv- 
ante, laquelle est un pas important dans la preuve du Théorème A. 

Proposition A. Soit X C P(Cp) un espace anlytique tel que R{X) C 
X . Alors X intersecte un bassin d'attraction immédiat ou le domaine 
de quasi-périodicité de R. 

Remerciements. Je voudrais remercier R. Benedetto, avec qui j'ai eu 
des discussions réliés a ce travail. 



SUR LA STRUCTURE DES ENSEMBLES DE FATOU p-ADIQUES. 



5 



2. Préliminaires. 

Soit p > 1 un nombre premier, Qp le corps des nombres p-adiques et 
soit Cp la plus petite extension complète et algébriquement close de Qp. 

On note | ■ | la norme sur Cp et C* = Cp — {0} le groupe multiplicatif 
de Cp. On appelle 

|c;| = {\z\ \zec;} 

= {r > I logpT est rationnel}. 

le groupe de valuation de C*. De plus on note A la distance sur Cp 
induite par | ■ |. 

On note Op = {z ^ Cp \ \z\ < 1} Vanneau des entiers. Alors 
nxp = {z G Cp I 1^1 < 1} est un idéal maximal de Op. Le corps 
Cp = Op/mp est appellé le corps résiduel de Cp, qui est isomorphe à la 
fermeture algébrique Fp du corps fini Fp. On identifie Cp à Fp. 

Pour z E Op on note z la projection de z dans Fp. Pour ^ G Fp on 
pose -B(C) = {z = (}. Donc on a la partition, 

Op = Uf^BiC). 

2.1. La droite projective. On considère la droite projective P(Cp), 
qui est l'ensemble des droites dans Cp x Cp passant par (0,0). Pour 
{x, y) E CpX Cp — {(0, 0)}, on note [x, y] G P(Cp) le point correspondant 
à la droite {(Ax, Xy) \ A G Cp}. On note oo le point [1, 0] G P(Cp) et on 
identifie P(Cp) — {oo} avec Cp, par l'application [A, 1] — > A. 

On étend la projection de Cp à Fp à une projection de P(Cp) = Cp U 
{oo} à P(Fp) = Fp U {oo}, par 2 = oo G Fp, pour z e {\z\> 1}U {oo}. 
On pose -B(oo) = {z = oo} = {|z| > l}U{oo} et alors on a la partition 

(1) P(Cp) = Up(r^)5(C). 

On a une correspondance entre PGL{2, Cp) et les automorphismes de 
P(Cp), telle que à (^^) G PGL{2,Cp) correspond l'automorphsime de 
P(Cp) donné en coordonnées homogènes par [x, y] — > [ax + by, cx + dy]. 

Le sous-groupe PGL{2, Op) de PGL{2, Cp) correspond aux automor- 
phismes qui préservent la partition ([[]). De plus l'automorphisme de 
P(Cp) associé à (^^) G PGL{2, Op) préserve chaque élément de la par- 
tition (IH), si et seulement si |a — 1| < 1, |(i — 1| < 1, |6| < 1 et |c| < 1. 
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La distance chordale sur P(Cp) est définit par, 





\xy' — x'y\ 




max{ X , 


\yW max{ x' 


1 


\y'\} 



ou en coordonnées, 





\z — z'\ 




max{l. 


z\} max{l. 





voir (iRuj ou |MSj . Cette distance coïncide avec la distance induite par 
I • I sur Op. De plus un automrophsime de P(Cp) préserve la distance 
chordale, si et seulement si correspond à un élément de PGL{2, Op). 

2.2. Boules et couronnes. Etant donné r G |C*| et a G Cp on appelle 

{z ^ Cp \ \z — a\ < r} et {-2 G Cp | |z — a| < r} 

boule ouverte de Cp et boule fermée de Cp, respectivement. Si r ^ |C*| 
alors ces deux ensembles coïncident et on l'appelle boule irrationnelle 
de Cp. Notons que par définition une boule B de Cp est irrationnelle 
si et seulement si diam(i?) ^ |C*| ; en particulier si B est ouverte ou 
fermée alors diam(i?) G |C*|. 

Etant donnés deux boules B et B' de Cp il y a trois possibilités : soit 
5 n S' = 0, soit B C B', soit B' C B. 

L'image d'une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) par un 
automorphisme de Cp est une boule de la même nature. 

Une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) de P(Cp) est soit une 
boule de Cp de la même nature, soit le complémentaire d'une boule 
fermée (resp. ouverte, resp. irrationnelle) de Cp. Pour ce qui suit le 
mot boule dénotera une boule de P(Cp). 

Etant donnés deux boules B et B' de P(Cp) il y a quatre possibilités : 
soit B n B' = iù, soit B C B', soit B' C B, soit 5 n fi' 7^ et 
BUB' = P{Cp). 

Dans ce dernier cas les complémentaires de B et B' sont disjointes ; 
si B et B' ne sont pas fermées alors on dit que BnB' est une couronne. 
Après changement de coordonnée, on peut supposer 5 = {|2;| < r} et 
B' = {\z\ > r'} U {00} avec r' < r ; alors 

BnB' = {zeCp\ logp \z\ G (logpr',logpr)}. 

On note mod(i? fl B') = log^ r — log^ r' > 0, qui ne dépend pas de 
choix de coordonnée, et on l'appelle le module de la couronne B fl B'. 

L'image d'une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) par un 
automorphisme de P(Cp) est une boule de la même nature. 



SUR LA STRUCTURE DES ENSEMBLES DE FATOU p-ADIQUES. 



7 



2.3. Fonctions rationnelles. Considérons une fonction rationnelle 
R G Cp(z) qui ne soit pas constante. Etant donné un point w G P(Cp) 
le degré local de i? en w, que l'on note deg^(w), est définit comme suit. 
On considère des coordonnées tel que w = et -R(O) = 0. Alors R est 
localement de la forme 

adz"^ + ad+iz"^^^ + . . . , oii d > 1 et Orf 7^ ; 

on définit deg^(w) = d et on dit que deg^(tf ) est la multiplicité de w 
comme préimage de R{w). Il n'est pas difficile de voir que deg^(w) ne 
dépend pas de choix des coordonnées. 
Pour w e P(Cp) on a 

(2) Y. deg«(^) = deg(i?) 

R{z)=w 

et pour Q G <Cp{z) on a degQ„^(u;) = degQ(i?(w)) ■ deg^(w). 

Etant donnés X, F C P(Cp) tel que R{X) C F on dit que iî : X — > 
Y est de degré (i, oii d > 1, si pour tout y 

Y deg^(x) = d ; 

xÇX, R{x)=y 

de façon équivalente, tout point dans Y a exactement d préimages dans 
X comptées avec multiplicité. 

Les points critiques d'une fonction rationnelle R G Cp(z) sont les 
points c G P(Cp) tel que deg^(c) > 1. Si c G P(Cp) est un point 
critique de R, alors la multiplicité de c comme point critique de R est 
par définition deg^(c) — 1. Une fonction rationnelle R a 2deg(iî) — 2 
points critiques comptés avec multiplicité. C'est-à-dire 

5^(deg^(c)-l) = 2deg(i?)-2. 

P(Cp) 

On dit qu'un point Zq G P(Cp) est périodique par R s'il existe un 
entier n > 1 tel que R^{zq) = Zq. Alors on dit que n est une période 
de ^0 et si > 1 est le plus petit entier avec cette propriété on dit que 
n est la période primitive de 2:0- 

Dans ce cas on appelle A = {R^)\zq) G Cp le multiplicateur de zq. 
Alors on dit que zq est attractif, indifférent on répulsif selon que |A| < 1, 
|A| = 1 ou |A| > 1, respectivement. Toute fonction rationnelle a un 
point fixe non répulsif ; voir |Be2j . 



8 



J. RIVERA-LETELIER 



3. Bouts et espace hyperbolique 

Dans cette section on rappelle la définition des bouts et du espace 
hyperbolique Hp, voir |R-L2j pour les références. 

L'espace hyperbolique est munit d'une distance naturelle pour laque- 
lle est un espace métrique complet ; voir Section 18.11 On n'en aura 
besoin que dans la Section |S1 mais parfois on fera des références à la 
topologie sur Hp induite par cette distance (e.g. Lemme lïï^ . 

3.1. Bouts. Soit {-Bi}i>o une suite croissante de boules fermées ou ir- 
rationnelles tel que B = Ui>oBi soit une boule ouverte ou irrationnelle, 
ou soit égale à P(Cp). Alors {B — Bi}i>o est soit une suite décroissante 
de couronnes, soit une suite décroissante de boules, respectivement. On 
appelle {B — Bi}i>Q chaîne évanescente. Notons qu'on a 

n,>o(5-5,) = 

et par conséquent B — Bi C Cp, pour i assez grand. De plus diam(i? — 
Bi) converge vers un nombre positive lorsque i oo. 

On dit que deux chaînes évanescentes {B — Bi}i>Q et {B' — -Bj'}î>o 
sont équivalentes si pour tout > il existe n > tel que Bjy C B'^ 
et B'j^ C Bn- Dans ce cas B = B'. 

Définition 3.1. Un bout est une classe de équivalence de chaines 
évanescentes. 

Soit V un bout et {B — Bi}i>o une chaîne évanescente définissante. 
Alors B dépend seulement en V et on note B-p = B. 

Si Bp = P(Cp), alors on dit que V est un bout singulier. Sinon S-p 
est une boule ouverte ou irrationnelle qui est déterminée par V. Si 
Bp est une boule ouverte (resp. irrationnelle) alors on dit que V est 
rationnel (resp. irrationnel). Alors V — > B-p est une correspondance 
entre les boules ouvertes (resp. irrationnelles) et les bouts rationnels 
(resp. irrationnels). 

Chaque automorphisme ip de P(Cp) induit une bijection sur les bouts 
rationnels (resp. irrationnels, singuliers). On note cette action par 

3.2. Points de l'espace hyperbolique. Les points de l'espace hy- 
perbolique Hp sont des ensembles de bouts ; chaque bout appartient à 
exactement un point. Il y a trois types de points de Hp : les points 
singuliers, irrationnels et rationnels. 

3.2.1. Points singuliers. Les points singuliers de Hp sont les ensembles 
de la forme S = {V} , où V est un bout singuher. 
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3.2.2. Points irrationnels. Les points irrationnels de Hp sont les en- 
sembles de la forme {V,V'} où V et V sont des bouts irrationnels 
satisfaisant B-p U B-pr = P(Cp). 

D'autre part, si B est une boule irrationnelle, alors B' = P(Cp) — B 
est aussi une boule irrationnelle et l'ensemble ayant les bouts de B et 
B' comme éléments est un point irrationnelle de Hp. 

3.2.3. Le point canonique et les points rationnels. Rappelons que pour 
C G IP(Fp) on noté B{() la boule {z G P(Cp) \'z = (} ; voir Préliminaires. 
Donc on a la partition canonique 

p(Cp) = Up(F^)5(C). 

Alors le point canonique de Hp est l'ensemble iScan = {'P{0}p{¥p)^ on 
ViC) est le bout de S(C). 

De plus les points rationnels de Hp sont les ensembles de la forme 
{(/9*(P(C))}p(-f^), oii (p est un automorphisme de P(Cp). En particulier 
Scan est un point rationnel. Notons qu'on a un paramétrage de S par 
P(Fp) qui est unique, sauf changement de coordonnée projectif de P(Fp). 

3.2.4. Partitions de la droite projective. Notons que pour tout point 
5 G Hp on a la partition 

(3) P(Cp) = UsBp. 

Si le point S est singulier cette partition est triviale. 

Si le point S est rationnel (resp. irrationnel) chaque B-p, pour V E S, 
est un boule rationnelle (resp. irrationnelle) ; on dit que Bp est une 
boule associée à S. Alors on a la propriété de maximalité suivante. Si 
B est une boule associée k S et D est une boule disjointe de B, alors 
il existe une boule B' associée à S qui contient D (voir |R-L2j ). 

3.3. Espace hyperbolique. 

Définition 3.2. L'espace hyperbolique p-adique, qu'on note Hp, 
est l'ensemble des points rationnels, irrationnels et singuliers. De plus 
on note hJ^ (resp. B^) l'ensemble des points rationnels (resp. non 
singuliers) de Hp. 

Il est claire que chaque le groupe PGL{2, Cp) des automorphismes de 
P(Cp) agit sur Hp, préservant Hp et H^. Cette action est transitive sur 
et le stabilisateur du point Scan correspond au groupe PGL{2, Op). 
Par conséquent on a une bijection entre PGL{2, Cp)/ PGL{2, Op) et H^. 

Etant donné un automorphisme (p de P(Cp) on note l'action sur 
Hp induite par ip. 
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3.3.1. Propriété de séparation. 

Définition 3.3. Soit S eUp et X C P(Cp). 

(1) Si S G Hp est non singulier et si X intersecte au moins deux 
boules associées à S, alors on dit que S sépare X et on note 
S ^X. 

(2) SiS = {V} G Hp est singulier et si pour toute chaine évanescente 
{Dj}i>o définissant V on a Di G X , pour i assez grand, alors 
on note S -< X . 

Soient S EMp et X, Y G P(Cp). Alors S -< X et X G Y implique 
S ~< Y. D'autre part, si S est singulier, S -< X et S -< Y implique 

xnr ^ 0. 

3.3.2. Géodésiques et demi-géodésiques. Pour r G M on note Sr le point 
associé à la boule {\z\ < p^}. 

Etant donné deux points distincts z, z' G P(Cp) la géodésique de Hp 
joignant z et z', qu'on note {z, z'), est l'ensemble de tous les points de 
Mp qui sépare {z,z'} G P(Cp). Après changement de coordonnée on 
peut supposer z = et 2;' = oo et alors la géodésique correspondant est 
égale à {iSr}»- Si l'on munit Mp de sa distance naturelle alors chaque 
géodésique est isométrique à M ; voir |R-L2j . 



Etant donné z G P(Cp) et 5 G H^, soit V e S \e bout tel que 
z G B-p. Alors la demi-géodésique joignant z et S, qu'on note {z,S), 
est l'ensemble de tous les points de qui sépare B-p — {z} et le 
complémentaire de B-p — {z}. Après changement de coordonnée on 
peut supposer z = et S = Sr^ et alors la demi-géodésique correspon- 
dant est égale à {Sr}r<ro ] voir aussi Lemme| 



3.3.3. Enveloppes convexes. Etant donné un ensemble X G P(Cp) on 
appelle 

X = {S eMp\S ^X} 

V enveloppe convexe de X. Notons qu'il contient tous les géodésiques 
joignant points distincts de X, mais X peut aussi contenir des points 
singuliers. 

Lemme 3.4. Pour une parité X G P(Cp) contenant au moins deux 
points on a les propriétés suivantes. 

(1) L'ensemble X = {S E Mp \ S ^ X} contient au moins deux 
points et il est connexe. 

(2) Si X contient une demi-géodésique issue de zq G P(Cp), alors Zq 
appartient à la fermeture topologique de X dans P(Cp) . 
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Preuve. 

1. — L'assertion sur la connexité de X c'est le Lemme 3.8 de |R-L2j . 
Comme X contient au moins deux points, l'ensemble X G Mp contient 
une géodésique de Mp. Alors X contient au moins duex points, car 
chaque géodésique de Mp contient une infinité de points. 

2. — Après changement de coordonnée on suppose Zq = 0. Pour r > 
soit Sr G Mp le point associé à {\z\ < r}. Notons que si Sr sépare X, 
alors {|^| < r} intersecte X. Par hypothèse pour r > petit le point Sr 
sépare X, donc on conclut que appartient à la fermeture topologique 
de X. □ 

3.4. Action des fonctions rationnelles sur les bouts et les points. 

Fixons une fonction rationnelle R G Cp{z). 

3.4.1. Action sur les bouts. La proposition suivante décrit l'action des 
foncitons rationnels sur les bouts, voir Proposition 4.1 de jR-L2j . 

Proposition 3.5. Soit V un bout rationnel (resp. irrationnel, sin- 
gulier). Alors il existe un bout V de la même nature et un entier 
d > 1 tel que pour toute chaine évanescente {Ci}i>o définissant V , il 
existe N > 1 tel que on ait les propriétés suivantes. 

(1) {R{Ci)}i>iy est une chaine évanescente définissant V' . 

(2) Pour tout i > N , R : Ci — > R{Ci) est de degré d. 

On note R^V) = V et deg^(P) = d. 

Le lemme suivant c'est le Lemme 4.2 de |R-L2j . 

Lemme 3.6. Soit V un bout non singulier. Alors, soit R : B-p — > 
Br^{v) esi de degré deg^(P), soit R{B-p) = P(Cp). En particulier dans 
les deux cas on a -B_r.cp) C R{Bp). 

3.4.2. Action sur les points de Mp. 

Etant donné un point singulier S = {V} G Mp on note 

R,{S) = {R.{V)} et deg^(5) = deg^(P) > 1. 

Pour un point irrationnel S = {V,V'} G Hp on a 

degj,iV) = deg^(P') > 1 et {R^V), R^iV')} G Mp 

est un point irrationnel de Hp. On note deg^((S) et R^{S) G Hp respec- 
tivement. 

La proposition suivante décrit l'action d'une fonction rationnelle sur 
les points rationnels de Hp ; voir [RTlT] Proposit ion Z.4. 

Proposition 3.7. Soit R G Cp{z) une fonction rationnelle et S G M^ 
un point rationnel. Alors on a les propriétés suivantes. 
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(1) // existe un point rationnel S' G hJ^ tel que si V E S alors 
R,{V) G S'. 

(2) Considérons des paramétrages 

S = {viOh^m) ^' = {'P'iOhemy 

Alors il existe une fonction rationnelle R G ^p{z) telle que pour 
tout ^ G P(Fp) on a 

R.iViO) = -P'im) et deg^(P(0) = deg^(0. 
Donc pour tout V G S' 

J2 deg«(P) = deg(^). 

Pes,R4V)=P' 

(3) // existe un sous-ensemble fini T G S tel que R{Dp) = P(Cp) 
pour tout V E T et tel que R : Dp — > Dji^(j>) est de degré 
deg^(P) pour tout V E S — T ; dans ce dernier cas Ri^D-p) = 

On note deg^(5) > 1 le degré de R, qui ne dépend pas de choix des 
coordonnées. 

3.4.3. Points périodiques. On dit qu'un point iS G Hp est périodique 
par R^ s'il existe un entier n > 1 tel que R^{S) = S. Dans ce cas on 
dit que S est répulsif si degj^„{S) > 1 et on dit que S est indifférent si 
degR„(5) = 1. ^ ^ 

Tout point périodique répulsif est rationnel ; voir |m2] Proposi- 
tion 5.4. 

4. Affinoïdes et espaces analytiques (ouverts). 

Un affinoïde ouvert (resp. fermé) est une intersection finie non vide 
de boules ouvertes (resp. fermées). 

Le complémentaire d'un affinoïde ouvert (resp. fermé) X C P(Cp) est 
une union finie disjointe de boules fermées (resp. ouvertes) Bi, . . . , Bk- 
Alors les bouts de X sont par définition les bouts des boules ouvertes 
P(Cp) — Bi. Donc si Pi, . . . , Pfc sont les bouts d'un affinoïde ouvert X, 
on a X = H-Bp.. 

L'union de deux d'affinoïdes ouvertes (resp. fermées) dont l'intersection 
est non vide est un affinoïde ouvert (resp. fermé). De plus un intersec- 
tion finie non vide de affinoïdes ouverts (resp. fermés) est un affinoïde 
ouvert (resp. fermé). 

Un espace analytique {ouvert) est l'union (finie ou infinie) de affinoïdes 
fermés (resp. ouverts) contenant un même point. Comme toute affinoïde 
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ouvert est une union croissante de affinoïdes fremés tout espace analy- 
tique ouvert est un espace analytique. Mais par example un afiinoïde 
fermé est un espace analytique qui n'est pas un espace analytique ou- 
vert. Les affinoïdes ouverts et les couronnes sont des espaces analy- 
tiques ouverts. 

Rappelons que pour une partie ouverte U de P(Cp) et x G f/ on a 
définit la composante analytique de U qui contient x comme l'union 
de tous les affinoïdes ouverts contenus dans U et qui contient x ; voir 
Introduction. 

Comme l'union de deux affinoïdes ouverts contenant un même point 
est aussi un affinoïde ouvert, deux composantes analytiques qui s'intersectent 
coïncident. En particulier U est l'union disjointe de ces composantes 
analytiques. De plus notons que toute composante analytique est un 
espace analytique ouvert. 

Remarque 4.1. La définition de composante analytique considère ici 
est plus restreint que celle introduite par R. Benedetto dans jBe3j . voir 
aussi |R-Llj ; ici on considère affinoïdes ouverts au lieu d' affinoïdes 
fermés. D'après le Corollaire \4.4\ (plus bas) ces deux définitions coïncident 
lorsque la composante analytique au sensé de |Be3j (i.e. avec affinoïdes 
fermés) est un espace analytique ouvert. Voir aussi Remarque \ô.4\ 

4.1. Espaces analytiques et propriété de séparation. L'objectif 
de cette section est de montrer la propriété suivante. 

Proposition 4.2. Soit S EMp un point non singulier et soit X C P(Cp) 
un espace analytique tel que S -< X. Alors l'ensemble T des bouts 
V E S tel que B-p ^ X est fini. Si de plus X est un espace analytique 
ouvert, alors pour tout V E T il existe une couronne C-p C X ayant V 
comme bout. 

La preuve de cette proposition est plus bas. D'abord on considère 
quelque corollaires. 

Corollaire 4.3. Soit X C P(Cp) un espace analytique ouvert. Alors 
pour tout affinoïde fermé Y G X il existe un affinoïde ouvert Y' tel 
qu'on ait Y CY' C X. 

Preuve. Comme Y est un affinoïde fermé son complémentaire dans 
P(Cp) est une réunion disjointe de boules ouvertes Bi, . . . , B^. Soit Si 
le point (rationnel) associé à Bi. Alors chaque boule Bi est contenue 
dans une boule associée à Si (voir Section 13.2.4p . Comme il existe une 
infinité de boules associées à Si (car Si est rationnel) on a iSj -< X. 
Par la Proposition 14.21 pour chaque boule Bi il existe une boule fermée 
Di C Bi telle que d = Bi- Di C X. Alors Y' = P(Cp) -DiU...UDk 
est un affinoïde ouvert qui contient Y et qui est contenu dans X. □ 
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Le corollaire suivante est une conséquence immédiate du corollaire 
précédent 

Corollaire 4.4. Soit U C P(Cp) un ouvert, soit x E U et soit X C U 
l'union de tous les affinoïdes fermés contenant x et contenus dans U. Si 
l'espace analytique X est un espace analytique ouvert, alors X coïncide 
avec la composante analytique de U qui contient x. 

Le preuve de la Proposition 14.21 dépend du lemme suivant. 

Lemme 4.5. Soit S E un point non singulier et B' C P(Cp) une 
houle telle que S -< P(Cp) — B' . Alors il existe une unique houle B 
associée à S qui intersecte B' et alors B' G B. 

Preuve. Comme S -< D' = P(Cp) — B' il existe des boules distincts Bq 
et Bi associées à S qui intersecte D' . Après changement de coordonnée 
on peut supposer G i?o H et oo G i?i fl D' . Alors il exsite r > 
tel que Bq = {\z\ < r} et Bi = {\z\ > r} U {oo}. De plus B' = 
¥{Cp)—D' C Cp — {0} et par conséquent B' est de la forme — a| < s} 
ou — a| < s}, où < s < |a| ou < s < \a\ respectivement. 

Si \a\ > r (resp. \a\ < r, \a\ = r), alors Bq (resp. Bi, {\z — a\ < r}) 
est une boule associée à S qui contient B', et par conséquent elle est 
la seule boule associée à S qui intersecte B'. □ 



Prueve de la Proposition Soit Y C X un affinoïde fermé tel que 
S -< Y. Alors P(Cp) — Y est une réunion finie disjointe de boules 
ouvertes Bi, . . . , Bn- Si V E T, alors B-p intersecte un des boules Bi 
et comme S -< Y C P(Cp) - Bi on a Bi C Bp (Lemme 14.5p . Donc 
l'ensemble T est fini. 

Si l'espace analytique X est ouvert, soit Z d X nn affinoïde ouvert 
tel que S ^ Z. Alors P(Cp) — Z est une réunion disjointe de boules 
fermées Di, . . . , D^. Comme dans le cas précédent, pour tout bout V G 
T la boule Bj> contient les boules Di qui elle intersecte fLemme l4.5p . 
Comme les boules Di sont fermées on peut choisir une boule fermée 
D-p C Bp contenant les Di contenus dans B-p . Alors Cp = Bp — Dp C 
Z G X est une couronne ayant V comme bout. □ 

4.2. Espaces analytiques et fonctions rationnelles. L'image d'un 
affinoïde ouvert (resp. fermé) par une fonction rationnelle est un affinoïde 
ouvert (resp. fermé) ; voire. g. Proposition 2.6 de |R-Llj . Par conséquent 
l'image par une fonction rationnelle d'un espace analytique (ouvert) est 
aussi un espace analytique (ouvert). 

De plus on a la propriété suivante ; voir Proposition 2.6 de |R-Llj . 
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Proposition 4.6. SoitX C P(Cp) un espace analytique (resp. affinoïde) 
ouvert. Alors R'^^{X) a un nombre fini de composantes analytiques 
Xi, . . . , Xk et pour chaque < i < k l'application R : Xi — > X est de 
degré di > 1, où les entiers di satisfont di + ■ ■ ■ + d^ = deg(-R). 

On aura besoin du lemme suivante dans la Section |H1 

Lemme 4.7. Soit X C P(Cp) un espace analytique et soit R G 'Cp{z) 
une fonction rationnelle. Alors si 5 G Hp satifaitS X , on a R^{S) -< 
R{X). 

Preuve. Soit S EMp tel que S ^ X. 

SiS = {V} est singulier, soit {Dj}j>o une chaîne évanescente défïinisant 
V. On suppose que {R{Di)}i>o est une chaîne évanescente déffinlsant 
R*(V) (voir Proposition 13.5p . Par hypothèse on a Z)j C X pour i >0 
assez grand et par conséquent R{Di) C R{X). 

Supposons S non singulier. Soit T l'ensemble fini des bouts V E S 
tel que B-p <f_ X (Proposition 14. 2|) . D'après le Lemme lïï^ pour tout 
bout V G R*{S) qui n'appartient pas à l'ensemble fini R^:{T), on a 
Bv C R{X). □ 



5. Points périodiques répulsifs. 

Fixons une fonction rationnelle R G Cp{z) de degré au moins duex. 
D'après un théorème de L.C. Hsia ( |Hsj ) . pour tout ouvert X C P(Cp) 
contenant un point périodique répulsif de i?, on a ^ 

P(Cp)-E(iî)cU„>oiî"(X), 

oii l'ensemble E{R) C P(Cp) cointient au plus deux points (il est appelé 
V ensemble exceptionnel de R, voir Section lïïTTj) . 

La proposition suivante donne un analogue de cette propriété. 

Proposition 5.1. Soit X C P(Cp) un espace analytique ouvert. S'il 
existe un point périodique répulsif S G Hp (pour l'action de R) tel que 
S -< X, alors on a 

P(Cp)-E(iî)cU„>oiî"(X). 

La preuve de cette proposition est dans la Section 15.21 Dans la 
Section lïïTD on considère des propriétés de l'ensemble exceptionnel. 



En effet, ceci est vraie pour tout ouvert X qui intersecte l'ensemble de Julia, 
voir CoroUary 2.4 et Remark 2.7 de | Hs| . 
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5.1. Ensembles exceptionnels. 

Définition 5.2. Soit R G Cp{z) (resp. R G ^p{z)) une fonciton ra- 
tionnelle de degré au moins deux. Alors on dit qu'un point de P(Cp) 
(resp. P(Fp) ) est exceptionnel, s'il a un nombre fini de préimages par 
les itérés de R (resp. R). On note E{R) C P(Cp) l'ensemble des points 
exceptionnels de R. 

Proposition 5.3. Soit R G Cp{z) (resp. R G ^p{z)) une fonction 
rationnelle de degré au moins deux. 

(1) Tout point exceptionnel x est périodique et on a 
deg^(x) = deg(-R) > 1 (resp. deg^(x) = deg(_R) > 1). 

(2) R a au plus 2 points exceptionnels. 
Preuve. 

1. — Soit E l'ensemble fini de toutes les préimages de x. Alors R 
(resp. R) induit une bijection sur E. Par conséquent tout point dans 
E a une unique préimage par R (resp. R) dans P(Cp) (resp. P(Fp)), 
d'oii l'assertion 1. 

2. — Par 1, tout point exceptionnel est un point critique de multi- 
plicité deg(-R) — 1. Comme R a 2deg(-R) — 2 points critiques comptés 
avec multiplicité, on conclut que i? a au plus 2 points exceptionnels. □ 

5.2. Preuve de la Proposition 15. IL Le lemme suivant dépend du 
Lemme [10.11 dans l'Appendice 1. 

Lemme 5.4. Soit V un bout tel que R^^iV) =V et deg^('P) > 1. Pour 
une couronne C C P(Cp) ayant V comme bout, il y a duex cas. 

(1) // existe n>l tel que B-p C iî"(C). 

(2) // existe x e B-p tel que B-p - {x} C Un>o-R''(C)- 

Preuve. Supposons que pour tout n > 1 la boule B-p n'est pas contenue 
dans i?'^(C). 

Pour > on définit inductivement une couronne C„ C R^{C) 
ayant V comme bout. Posons Cq = C et supposons que C„ est déjà 
définit. Comme C„ C iî"(C) et Bp ^ R^+^C), on a 5^, ^ R{Cn). 
Donc par le Lemme 110.11 

C^+^ = R{Cr,)nBpCR''^\C) 

est une couronne ayant V comme bout. 

Deplusona mod(C„+i) > mod(C„)+mo, oii mo = min{m, mod(C)} 
et m > est donné par le Lemme FlO. Il Donc mod(C„) > n ■ oo 
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lorsque n ^ oo. Par conséquent le diamètre chordale de la boule 
Bn = B-p — Cn tend vers zéro lorsque n ^ oo. 

Quite à réduire C on suppose C C R{C). Alors C„ C C„+i et par 
conséquent {-B„}„>o est une suite décroissante. Donc n„>o-Bn consiste 
d'un point (car Cp est complet) qu'on note x. On a 

Br - {x} = U„>oC„ C U,>oiî"(C).n 

Preuve de la Proposition 15. il Quitte à remplacer R par un itéré on 
suppose que S est fixé par l'action de R. D'après le Proposition 14.21 il 
existe un ensemble fini T C 5 tel que B-p C X pour P G 5 — T et tel 
que pour V eT ï\ existe une couronne C-p C X ayant V comme bout. 

Soit V eT. S'il existe P' G 5 - T et n > 1 tel que K(P') = P, on 
a B-p C Bjin(^p,^ c fLemme l3.6p . Sinon tous les préimages de V 

dans S par les itérés de -R* sont dans T. Comme l'ensemble T est fini, 
le bout V correspond à un point exceptionnel de -R*!^ (Proposition 13.71 
et Définition 15. 2|) . Par conséquent V est périodique et on a deg^('P) > 
1 (Proposition 15. 3^ . Par le Lemme 15.41 soit il existe n > 1 tel que 
Bp C R"'{Bp), soit il existe xp G Bp tel que 

Bp - {xp} C U„>oiî"(Cp) C U„>oiî"(X). 

Dans les deux cas P(Cp) — U{xp>} C U„>o-R"(X). Si xp n'est pas un 
point exceptionnel alors il existe nip > 1 tel que x-p G iî™''(P(Cp) — 
U{xp}) C U„>oi?"(X). On conclut P(Cp) - E(iî) C U„>oiî"(X). □ 

6. Bassins d'attraction et le domaine de quasi-périodicité. 

Fixons une fonction rationnelle R G Cp{z) de degré au moins deux. 
Rappelons les définitions suivantes, voir Introduction et |R-Llj . 

- Etant donné un point périodique attractif zq G P(Cp) de R, son bassin 
d'attraction c'est l'ensemble des points x G P(Cp) satifaisant 

A(i?"(x),iî"(zo)) ^ lorsque n ^ oo. 

Alors le bassin d'attraction immédiat de Zq est la composante analytique 
du bassin d'attraction qui contient zq. 

- Le domaine de quasi-périodicité S (R) C P(Cp) de R est l'intérieur de 
l'ensemble des points de P(Cp) récurrents par R. 

L'objectif de cette section est de montrer la proposition suivante. 
Rappelons que E{R) C P(Cp) note l'ensemble exceptionnel de R, qui 
contient au plus deux points ; voir Section 15.11 
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Proposition 6.1. Soit C un bassin d'attraction immédiat ou une com- 
posante analytique du domaine de quasi-périodicité. Si X C P(Cp) est 
un espace analytique ouvert qui intersecte C et qui n'est pas contenu 
dans X , on a 

V{Cp)-E{R) C U„>oiî"(X). 

La preuve de cette proposition est basée sur les Tliéorèmes 2 et 3 
de jR-Llj et sur la Proposition 15.11 dans la Section |31 Le cas des com- 
posantes analytiques du domain de quasi-périodicité est dans la Sec- 
tion EU] et celui des bassin d'attraction imméidats dans la Section lïï^ 

D'abord on montre la proposition suivante. 

Proposition 6.2. Soit C un bassin d'attraction immédiat ou une com- 
posante analytique du domaine de quasi-périodicité. Alors U„>o-R"(C) 
omet au moins 3 points de P(Cp). 

Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant. 

Lemme 6.3. 

(1) Le complémentaire d'un bassin d'attraction d'un cycle est infini. 

(2) Pour tout n > le complémentaire de R~"{S{R)) est infini. 

Preuve. 

1. — Toute fonction rationnelle a une infinité de points périodiques 
fRemarque l7.9|) et un bassin d'attraction d'un cycle contient un nombre 
fini de points péiodiques (les éléments du cycle). 

2. — On suppose S{R) ^ ; alors S{R) est infini car il est un ouvert. 
Pour n > posons Sn{R) = -R~"(£^(-R)). Comme R est injective sur 
So{R) = £{R) (car par définition tout point de £{R) est récurrent 
par R), l'ensemble £i{R) — £q{R) est infini. Donc pour tout n > 
l'ensemble £n+i{R) - £n{R) = R-"i£iiR) - ^o(^)) est infini. □ 

6.1. Domaine de quasi-périodicité. Rappelons qu'on note iî* l'action 
sur Hp induite par R. Le théorème suivant est une reformulation du 
Théorème 3 de |R-Llj , voir Remarque 16.41 

Théorème ( |R-Llj Théorème 3). Soit R G Cp{z) une fonction ra- 
tionnelle de degré au moins deux. Alors chaque composante analytique 
C C P(Cp) du domaine de quasi-périodicité de R est un affinoïde ouvert 
et chaque point de Mp contenant un bout de C est un point périodique 
répulsif de R^ . 

Preuve de la Proposition \6.1\ dans le cas des composantes analytiques 
du domaine de quasi-périodicité. 
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Soient Vi, . . . ,Vk les bouts de C et Si, . . . ,Sk les points correspon- 
dants. Comme X n'est pas contenu dans C = (^B-p- il existe 1 < i < k 
tel que X intersecte le complémentaire de B-p.. D'autre part X in- 
tersecte C C B-p-, donc Si -< X. Alors l'asseriton suit de la Proposi- 
tion O " □ 

6.2. Bassins d'attraction immédiat. Soit zo G P(Cp) un point périodique 
attractif de R ; quitte à changer R par un itéré on suppose que zq est 
fixé par R. 

Théorème ( |R-Llj Théorèrme 2). SoitC C P(Cp) le bassin d'attraction 
immédiat de zq et soit D une boule ouverte telle que zq G R{D) C D. 
Pour n > notons X„ la composante analytique de R^^{D) qui con- 
tient Zq. Alors c = U„,>oX„. De plus il y a deux cas 

(1) C est une boule ouverte. 

(2) C est un espace analytique de type Cantor. 

On aura pas besion de définir les espaces analytiques de type Cantor, 
on renvoie le lecteur à |R-Llj . 

Notons que chaque Xn est un afîinoïde ouvert (Proposition 14. 6|) et 
par conséquent C = U„>oX„ est un espace analytique ouvert ; voir 
Remarque 16.41 

Preuve de la Proposition \ô.l\ dans le cas des bassins d'attraction. 

1. — Supposons que X„ est une boule pour tout n > : ce cas 
correspond au cas oii C est une boule ouverte. 

Comme R : C — > C est de degré au moins deux (cf. Corollaire 4.16 
de |R-Llp le point de Hp contenat le bout de C est un point fixe 
répulsif pour l'action de R. Alors la démonstration est simlaire au cas 
des composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité. 

2. — Supposons alors qu'il existe Uq > 1 tel que X„ n'est pas une 
boule : ce cas correspond au cas oii C est de "type Cantor" . 

Soit X C P(Cp) un espace analytique ouvert qui intersecte C et le 
complémentaire de C ; voir Remarque 16.51 On se ramène au cas oii X 
est un afîinoïde ouvert. On montrera P(Cp) — {^o} C U„,>o-R'^(X), ce 
qui implique l'assertion désirée. 

Etant donné un bout non singulier V on note Bp = P(Cp) — Bp, qui 
est une boule fermée ou irrationnelle. 

Sans perte de généralité on suppose uq = 1, donc Xi a au moins 
deux bouts. Rappelons que Xq = D est une boule ouverte, soit Vo son 
bout. Comme Xq C Xi, pour tout bout Q de Xi on a Bq C B-p^. 
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Comme pour tout bout V de X„ on a RJ^iV) = Vq, il exsite au moins 
deux bouts Q, Q' de Xn+i tel que Bq, Bqi C B-p. 

Comme X ^ C, pour chaque > l'affinoïde X intersecte l'ensemble 

P(Cp) -Xn = U ^Q^^g ^^Èq. 

Donc on peut trouver inductivement une suite {Vn}n>o de bouts tel 
que pour > : Vn soit un bout de B-p^^^ C -Bp„ et telle que Bp^ 
intersecte X, pour n > 0. 

Comme n„>o-Bp„ est disjoint de C et X intersecte chaque -Bp„, il 
existe X > tel que pour n > N, B-p^^ — intersecte X. Donc 

pour n > N toute composante de P(Cp) — X est soit disjointe de 
Bp^ — Bp^^^ , soit contenue dans Bp^ — Bp^^^ . Par conséquent il existe 
n > X tel que Bp^ — B-p^^^ C X. 

Soit Q un bout de X„+i tel que Bq C Bp^ et Q 7^ "Pn+i- On 
a Bq c -B-p„ — B-p^^^ C X. Comme Q est un bout de X„+i on a 
= "Po et par conséquent 

P(Cp) -D = Bp,(l K"^\Bq) c i?"+^(X) ; 

voir LemmelÏÏin Donc pour Â: > on a ¥{'Cp)-R^{D) C iî'=+"+^(X) (cf. 
Lemme lÏÏ^ . Quitte à réduire D on peut supposer n„>o-R^(-D) = {2^0}, 
donc P(Cp) - {^o} C U„>oi?™(X). □ 

Remarque 6.4. Dans la définition de composante analytique dans |R,-Llj 
(comme dans |Be3j ). on considère des affinoïdes fermés au lieu des 
affinoïdes ouverts. Dans les Théorèmes 2 et 3 de |R-Llj les com- 
posantes analytiques (au sensé de |R-Llj ) en question sont des espaces 



analytiques ouverts or le Corollaire montre que ces espaces analy- 
tiques sont aussi des composantes analytiques au sensé qu'on considère 
ici. 

Remarque 6.5. Contrairement aux cas précédents, dans ce cas on 
n'utilise pas que X soit un espace analytique ouvert ; la preuve s 'applique 
sans changement si X est un espace analytique quelconque. Donc on 
obtient la propriété plus forte suivante : si C G P(Cp) est un bassin 
d'attraction immédiat de Type Cantor de R et si X G P(Cp) est un 
espace analytique intersectant C et son complémentaire, alors on a 
P(Cp)-E(iî) CU„>o/?"(X). 

7. L'ensemble de Fatou et ces composantes. 

Fixons une fonction rationnelle R G Cp{z) de degré au moins deux. 
Rappelons qu'on a définit V ensemble de Fatou F{R) C P(Cp) de R 
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comme l'ensemble de tous les points ayant un voisinage X C P(Cp) 
satisfaisant 

(4) U„>o-R"(X) omet au moins 3 points de P(Cp). 

Notons que F{R) est ouvert par définition. L'ensemble J{R) = P(Cp) — 
F{R) est appelé V ensemble de Julia de R. 

La Proposition l7.2l fplus bas) montre que cette définition de l'ensemble 
de Fatou coïncide avec la définition introduite par L.C Hsia dans [Hs]. 
En particulier on a R-^{F{R)) = F{R), R-\J{R)) = J{R) et pour 
tou t entie r n > 1 on a = F{R) et J(iî") = J{R) ; voir ^Hi 

ou ielH- 

Rappelons que la composante de l'ensemble de Fatou qui contient 
X G F{R) est l'union de tous les afîinoïdes ouverts X C F{R) contenant 
X et qui satisfont (jH). Notons que toute composante de l'ensemble de 
Fatou est un espace analytique ouvert. 

La proposition suivante implique que duex composantes de l'ensemble 
de Fatou ayant une intersection non vide sont égaux. En particulier 
F{R) est l'union disjointe de ces composantes. 

Proposition 7.1. Soient X,X' C P(Cp) des affinoïdes ouverts satis- 
faisant 0. Si X n X' =^ (J), alors X U X' aussi satifait (gj). 

Preuve. Soit x & X (1 X' G F{R). Alors il y a trois cas. 

(1) X appartient à un bassin d'attraction. La Proposition 16.11 im- 
plique que X U X' est contenu dans le bassin du cycle corre- 
spondant. Par conséquent Un>oR"'{X U X') est contenu dans le 
même bassin. Alors l'assertion suit de la partie 1 du Lemme lïï^ 

(2) Il existe A; > tel que R^'ix) e £{R). La Proposition O 
implique X U X' C R-''{£{R)) et donc U„>oiî"(X U X') C 
R~^{£{R)). Alors l'assertion suit de la partie 2 du Lemme Iïï31 

(3) X n'appartient pas à un bassin d'attraction et R^{x) ^ £{R) 
pour tout n > 0. La Proposition l6. ll implique alors que U„>o-R"(XU 
X') est disjoint de £{R). Si £{R) 7^ 0, alors £{R) est infini, car 

il est ouvert. Donc l'assertion suit dans ce cas. 

Supposons £{R) = 0. Comme toute fonction rationnelle a au 
moins un point fixe non répulsif (cf. |Be2j ) il existe un point 
fixe attractif zq G P(Cp) de R. Soit A le bassin de zq, qui 
est infini car il est ouvert. Comme par hypothèse a; ^ ^ la 
Proposition 16. Il implique que X UX' est disjoint de A. Comme 
R^^{A) = ^ on conclut que U„>o-R"'(X U X') est disjoint de A. 

□ 
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Proposition 7.2. Pour un point x G P(Cp) les propriétés suivantes 
sont équivalentes. 

(1) // existe un voisinage X C P(Cp) de x tel que U„>iiî"'(X) omet 
au moins 3 points de P(Cp) . 

(2) // existe un voisinage X C P(Cp) de x tel que la famille {-R"'|x}n>i 
soit uniformément lipschitzienne pour la distance chordale. 

Preuve. L'implication 1^2 (avec le même voisinage X) suit du Main 
Theorem de (Hs. . 

Supposons alors que la propriété 2 est satisfaite et soit ô G (0,1). 
Alors on peut choisir une boule X contenant petite telle que le 

diamètre chordale de X„ = iî"(X), pour n > 0, soit strictement plus 
petit que S < 1 = diam(P(Cp)). Alors X„ 7^ P(Cp) et par conséquent 
Xn est une boule fLemme l3.6j) . De plus XiHXj 7^ implique Xi C Xj 
ou Xj C Xi. Alors il y a deux cas. 

(1) Les boules X„, pour n > 0, sont disjointes de Xq. Alors U„>oX„ 
est disjoint de R~^{Xq), qui contient au moins 3 points car Xq 
est ouvert. 

(2) Il existe > tel que Xk intersecte Xq. Si Xk C Xq alors 
Un>oXn = Xq U . . . U Xfc_i ct uue réunion finie de boules 
de diamètre chordale plus petit que 1 ; par conséquent son 
complémentiare contient au moins 3 points. 

D'ature part, si Xq C Xk, alors pour n > on a X„ C Xn+k- 
Donc Dn = Uj>oXn+jk est une boule de diamètre chordale 
au plus égale k ô < 1. Par conséquent le complémentaire de 
Un>oXn = DqU . . . U Dk-i contient au moins 3 points. 

□ 

7.1. Propriétés des composantes de l'ensemble de Fatou. Fixons 
une fonction rationnelle R G 'Cp{z) de degré au moins deux. 

Notons que tout espace analytique ouvert C C P(Cp) tel que U„>o-R"(C) 
omet au moins 3 de P(Cp), est contenu dans une composante de l'ensemble 
de Fatou. 

Proposition 7.3. Si F{R) 7^ P(Cp), alors les composantes de F{R) 
coïncident avec les composantes analytiques de F{R). 

Preuve. Par définition toute composante de F{R) est contenue dans 
une composante analytique de F{R). D'autre part, par hypothèse 
J{R) = P(Cp) — F{R) est non vide et donc il est parfait, voir The- 
orem 2.9 de [Hsj. En particulier J{R) est infini. Comme R~^{J{R)) = 
J{R), pour tout X C F{R) l'ensemble 

J{R) C P(Cp) - U„>oiî"(X) 
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contient au moins 3 points. □ 

Proposition 7.4. SoitC une composante de F{R). Alors chaque com- 
posante analytique de R~^{C) est une composante de F{R). 

Le corollaire suivant est immédiat. 

Corollaire 7.5. L'image d'une composante de F{R) par R est aussi 
une composante de F{R). 

On montre aussi la propriété suivante. 

Proposition 7.6. Pour n > 1 les composantes de -F(iî") coïncident 
avec les composantes de F{R). 

La preuve des Proposition 17.41 et 17.61 sont plus bas ; on considère 
d'abord des lemmes. 

Lemme 7.7. Soit C C P(Cp) un ensemble contenant au moins trois 
poins. Si pour tout n > 1, R^{C) est disjoint de C , alors U„>o-R"(C) 
omet au moins 3 points de P(Cp). 

Preuve. L'ensemble U„>o-R"(C) est disjoint de R~^{C), qui contient au 
moins 3 points. □ 

Notons que par défintion, pour toute composante C C P(Cp) de 
l'ensemble de Fatou, P(Cp) — C contient au moins 3 points. 

Lemme 7.8. Soit C C P(Cp) un ensemble tel que P(Cp) — C contient 
au moins 3 points. Supposons qu'il existe m > 1 tel que R^{C) C C 
et tel que les ensembles C, R{C), . . . , R"^~^{C) soient disjoints deux à 
deux. Alors U„>o-R"(C) omet au moins 3 points de P(Cp). 

Preuve. On suppose que m > 1 est le plus petit entier avec cette 
propriété. Si m = 1 alors le lemme est trivial, donc on suppose m > 1. 
Notons que tout point périodique de R dans C a une période primitive 
multiple de m > 1. 

Comme pour tout A; > 3 il existe un point périodique de période 
primitive k de R (voir Remarque 17.91 plus bas), on conclut que le 
complémentaire de U„>oiî"(C) = C U . . . U R^'-^lc) dans P(Cp) conti- 
nent une infinité de points. □ 

Preuve de la Proposition \1.J\ Notons que par définition de F[R) 
l'image d'une composante de F{K) est contenue dans une composante 
de F{R). 

Soit C une composante analytique de R^^{C\ il suffit de montrer 
que U„>o-R"(C") omet au moins trois points de P(Cp). Pour n > 
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soit Cn la composante de F{R) contenant BJ^iC). Notons que toute 
composante de F{R) qui intersecte C est contenue dans C . 

Alors soit pour tout ri > la composante C„ est disjointe de C et 
alors l'assertion suit de la Proposition 17.71 : soit il existe /c > tel que 
Ck C C et alors la proposition suit de la Proposition I7.81 □ 

Preuve de la Proposition \ 7. b\ Rappelons que F{R^) = F{R). Notons 
que toute composante de F{R) est contenue dans une composante de 
F{R^). D'autre part l'image par R d'une composante de F{R"-) est 
contenue dans une composante de F{R"-) (cf. Proposition 17. 4j) . Alors 
l'assertion suit des Lemmes 17.71 et 17751 □ 

Remarque 7.9. Un théorème de I.N. Baker dit que toute fonction 
rationnelle de degré au moins duex a des points périodiques de tous les 
périodes (primitives) plus grands que 3 ; voir Theorem 6.2.2 de |Beaj . 
où l'énnoncé est pour les fonctions rationnelles à coefficientes dans C, 
mais la démonstration s 'applique au cas de Cp ( on peut aussi appliquer 
le principe de Lefschetz). 

8. Une propriété de point fixe pour les fonctions 

rationnelles. 

Le but de cette section est de montrer la propriété suivante. Rap- 
pelons que pour une fonction rationnelle R G Cp{z) on note R^ l'action 
sur Hp induite par R. 

Propriété de Point fixe. Soit R G Cp{z) une fonction rationnelle et 
soit X CMp un ensemble connexe contenant au moins deux points, tel 
que -R*(X) C X . Alors, soit X contient un point fixe rationnel de R^ ; 
soit il existe un point fixe attractif zq G P(Cp) de R, tel que X contient 
une demi-géodésique issue de zq. 

La démonstration de cette propriété et dans les Sections 18.21 et 18.31 
La Section IHHl contient quelque rappels sur l'espace hyperbolique. 

On utilisera la Propriété de Point Fixe de la façon suivante, voir 
Section El Considérons une fonction rationnelle R G Cp^z) et un espace 
analytique X C P(Cp) tel que R{X) C X. Alors l'enveloppe convexe 
de X 

X = {S eUp\S ^ X] 
(voir Section 13. 3. 3^ est connexe et il contient au moins deux points 
fLemme l3.4|) . De plus la propriété R{X) C X implique R^:{X) C X 
(Lemme 14. 7|) et alors on peut appliquer la Propriété de Point Fixe à 
X. 
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8.1. Quelque rappels sur l'espace hyperbolique. Dans cette sec- 
tion on considère de rappels sur l'espace hyperbolique Hp, voir Sec- 
tions 3 et 4 de |R7L2j pour les références. 

L'espace hyperbolique Mp est munit d'un distance, qu'on note d, pour 
laquelle il est séparable et complet. De plus (Mp, d) est un arbre réel : 
pour tous S, S' e Mp distincts il existe un et un seul arc topologique 
ayant S et S' comme éxtremites et de plus cet arc topologique est 
isométrique à un intervalle de R. 

La distance entre deux points non singuliers S, S' G Mp distincts est 
définit comme suit. Soit Boo (resp. B'^) la boule associée à S (resp. 
S') contenant oo et posons D = P(Cp) - B^^ (resp. D' = P(Cp) - Soo)- 
Alors 

(5) diS,S') = \ogp ^ ' 



diam(D) ■ diam(D') ' 

oii les diamètres sont par rapport à la distance sur Cp induite par la 
norme | ■ |. 

8.LL Segments géodésiques. 

Définition 8.1. On dit que un point S & Mp est entre deux points 
distincts Sq et Si, si Sq et Si appartienent à des composantes connexes 
distincts de Mp — {S} . 

On note {Sq, Si) l'ensemble de tous les points entre Sq et Si. De plus 
on pose [So,Si) = {Si,So] = {So,Si)U{So} et[So,Si] = [So,Si)U{Si}. 

Pour Sq, Si G Mp distincts l'ensemble {So,Si) C Mp est isométrique 
à un intervalle de E, on l'appelle segment géodésique ; voir |R-L2j Sec- 
tion 3. 

Si 5 G Hp est un point singulier, alors l'ensemble Mp—{S} est connexe 
et donc S ne peut pas être entre deux points. 

Si iS G Hp est un point non singulier, alors les composantes connexes 
de Hp — {5} sont les enveloppes convexes des boules associées à S (voir 
Section 13. 3. 3|) . On a donc la partition 

Mp - {S} = UsBv ; 

compare avec Q (rappelons que B-p = {S ÇiMp \ S ^ B-p}). 

Notons que si X C Hp est connexe, alors pour tous S, S' Çï X on a 
(S, S') C X. Par conséquent tout partie connexe de Mp contenant au 
moins deux points contient un point non singulier. 

Le lemme suivant c'est le Lemme 2.11 de |R-L2j . 
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Lemme 8.2. Soit S G Mp etSo, Si appartenant à la même composante 
connexe de Mp—{S}. Alors il existe un point S qui appartient à la même 
composante connexe, tel qu'on ait 

[So,s)n[Si,s) = [s,s). 

8.1.2. Action des fonctions rationnelles sur Mp. Fixons une fonction 
rationnelle R G Cp{z). Alors l'action sur Mp induite par R satisfait 

d{R,{S),R,{S')) < deg{R) ■ d{S,S'), pour S, S' G Hp, 

voir Corollaire 4.7 de |R,-L2j . En particulier R^ est continue. 

La proposition suivante suit de la Proposition 4.6 de |R-L2j . voir 
aussi Lemme [8.21 

Proposition 8.3. Fixons un point S G Mp. 

(1) Pour tout Sq g Mp différent de S il existe S G {S,Sq) tel 
que R^ soit injective sur {S, S) et tel qu'on ait R^{{S,S)) = 
{R,{S),R,(S)). 

(2) Considérons les paramétrages 

[S, S] = {S{t)}o>t>ro et [R,{S),R,(S)] = {S{t)}o>t>ro 

tel qu'on ait d{S,S{t)) = t et d{R^{S),S{t)) = t. Alors il existe 
un eniterd > 1 tel quepourt > petit on ait R^,{S{t)) = S{d-t). 

8.2. Quelque lemmes préliminaires. La preuve du lemme suivant 
dépend de [R7L2] . 

Lemme 8.4. Soit X C Mp un ensemble connexe contenant au moins 
deux points et tel que -R*(X) C X. Si R^ a un point fixe dans X , alors 
elle a aussi un point fixe rationnel dans X . 

Preuve. Soit 5 G X un point fixe de R*. On suppose que S n'est 
pas rationnel. Comme X contient au moins deux points il existe un 
point Sq E X différent de S ; on a (5,5o) C X, car X est connexe. 
On montrera que tout point dans {S, Sq) C X, proche de S, est fixé 
par R^. Comme les points rationnels sont denses sur chaque segment 
géodésique (Lemme 3.3 de |R-L2j ) on obtient l'assertion du lemme. 

Si 5 = {V} est singulier alors R^{V) = V et par le Lemme 5.3 
de |R-L2j on a deg^(P) = 1. Alors par la partie 2 du Lemme 5.8 
de |R-L2j il existe un point S EMp — {S} tel que tout point de {S, S) 
soit fixé par R^. Par le Lemme IH^ on peut supposer S G {So,S). 

Si iS = {V,V'} est un point irrationnel, alors -R*(P) = V, R*{V') = 
V et deg^('P) = deg^(P') = 1 (Lemme 5.2 de [,R-L2j ). On suppose 
Sq -< Bp. Alors l'assertion suit comme dans le cas précédent. □ 
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Lemme 8.5. Soient Sq, S G Hp des points distincts et considérons 
S' G {So,S). Alors pour tout point S' satisfaisant d{S,S') < d{S,S') 
on a S' E {So,S') ; voir figure\^ 




Figure 2. 

Preuve. Il suffit de montrer que S et S' appartienent à la même com- 
posante connexe de Hp — {S}. Si ce ne pas le cas, alors S' G [5, 5'] et 
on aurait d{S, S') > d{S, S') . □ 

Lemme 8.6. Soit S : [0, oo) — > Mp une isométrie sur son image, telle 
que S{0) G M^. Alors après changement de coordonnée il existe to 
tel que pour t > 0, S(t) est le point associé à la boule {1^1 < 

Preuve. Notons que pour tout t > le point S(t) est non singulier. 

Après changement de coordonnée on suppose que 5(0) est le point 
associé à la boule {\z\ < et que pour t > le point S(t) appartient 
à la composante connexe de Mp — {5(0)} correspondante à la boule 
{\z\ < p^°}. C'est à dire S{t) ^ {\z\ < p*"} pour t > 0. 

Pour t > soit Boo{t) la boule associée au point S(t) qui contient 
oo et posons D{t) = P(Cp) - -Boo(^)- Comme d{S{0),S{t)) = t on a 
diam(D(t)) = ; cf. (jS)). En particulier diam(D(t)) — > lorsque 

t ^ oo. 

De plus pour < to < le point S{to) est entre 5(0) et S{ti), donc 
on a Z)(ti) C D{to). C'est à dire {D{t)}t>o est une suite décroissante 
de boules dont l'intersection nt>o-D(t) consiste d'un point (car Cp est 
complet). 

Après changement de coordonnée fixant la boule {|z| < p*"}, on sup- 
pose nt>oD{t) = {0}. Alors D{t) = {\z\ < p~*+*o} et par conséquent 
S{t) est le point associé à la boule < p"*"*"*"}. □ 

8.3. Preuve de la Propriété de Point Fixe. Fixons une fonction 
rationnelle R G Cp{z) et soit X C Hp un ensemble connexe contenant 
au moins deux points et tel que -R*(X) C X. Supposons alors que 
n'a pas de point fixe rationnel dans X. Par le Lemme 18. 4t R^ n'a pas 
de point fixe dans X. 
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1.— On définira une application S : [0, oo) — > X qui soit une 
isométrie sur son image et telle pour chaque t > on ait 

S{t) e {S{0),R,{S{t))). 

On choisit 5(0) G X quelconque. Dans le 1.1 (resp. 1.2) on montrera 
que si l'application S est définit pour < t < to (resp. < t < Iq) , où 
to > 0, alors on peut étendre S à [0,ti] (resp. [0,to]) où ti > Iq. Ceci 
implique qu'on peut définir S sur [0, oo). 

1.1. — Considérons to > et supposons que l'application S soit déjà 
définit pour < t < to- On étendra 5 à un intervalle [0, ti], où ti > to- 

Comme iS(to) G X on a R^{S(to)) ^ Sit^) par hypothèse. Soit 
< 5 < (i(iî^,(iS(to)), iS(to)) assez petit tel que pour tout point iS G Hp 
à distance au plus b de iS(to) on ait 

d(i?,(5(to)),iî*(<S)) < rf(iî,(5(to)),5(to)) -5. 

Pour < t < to+(5 on définit Siï) comme le seul point dans (5(0), iî*(5(to))) 
à distance t de 5(0). Alors l'application S définit sur [0,to + 5], est une 
isométrie sur son image. 

Par définition de 5, pour to < t < to + 5 on a 

d{R,{S{U)), R.{S{t))) < rf(i?,(5(to)), 5(to)) - 6 < c/(i?.(5(to)), 5(t)), 

or le LemmeEini implique 5(t) G (5(0), iî,(5(t))). 

1.2. — Supposons que l'application 5 soit déjà définit sur l'intervalle 
[0,to), où to > 0. On étendra l'apphcation 5 à [0,to]. 

Comme 5 : [0, to) — > Hp est une isométrie sur son image et Mp est 
complet, il existe un point 5(to) limite de 5(t) lorsque t — > to. Comme 
il exsite un seul arc topologique dans Mp ayant 5(0) et 5(to) comme 
extrémités (car Mp est un arbre réel) l'application 5 est un paramétrage 
du segment [5(0), 5(to)). 

1.2.1.— Supposons par contradiction i?*(5(to)) = 5(to). Par hy- 
pothèse R* n'a pas de points fixes dans X, donc 5(to) ^ X. Soit B la 
composante connexe de IHIp—{5(to)} contenant X. On a 5(0), iî* (5(0)) G 
X G B. Donc par la Proposition 18. 31 et le Lemme IH^ il existe un entier 
d > 1 tel que pour t < to proche de to on ait 

i?,(5(t)) =5(to-rf(t-to)). 

Comme pour t < to on a to — d(t — to) < t, ceci contredit la propriété 
5(t) G (5(0),iî,(5(t))). 
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1.2.2.— On a donc R^:{S{tQ)) ^ 5(to)- On montrera d'abord que 
S{to) G {S{0), R^:{S(to))) et après on conclura iS(to) ^ ^• 
Comme est continue on a 

c?(5(t),iî,(5(t))) ^ rf(5(to),iî*(5(to))) > lorsque t to. 

Donc pour t < to proche de tç, on a d{R^:{S{t)), R^{S{tQ))) < d{R^{S (t)) , S (t)) . 
Comme S{t) G (5(0), i?* (5 (t))) le Lemme IH7S1 implique dans ce cas 
S{t) G (5(0),iî*(5(to))). Alors 

(i(5(io), [5(0), /^.(^(to))]) < d{S{to),Sit)) =to-t. 

Comme cette dernière inégalité est valable pour tout t < proche 
de to, on conclut 5(to) G [S{0), R^{S{to))]. Comme S{to) ^ 5(0) et 
S{to) R.{S{to)), on a 5(to) G (5(0), iî.(5(to))). 

Soit t < to assez proche de to tel que d{R^{S(to)), R^{S(t))) < 
d{R^{S{to)),S{to)). Alors le LemmeESlimplique 5(to) e (5(0), iî*(5(t))). 
Comme 5(0), 5(t) G X on a iî*(5(t)) G X et 

5(to) G (5(0),iî*(5(t))) CX. 

2.— Comme X C Hp contient des points non singuliers (car X est 
connexe et contient au moins deux points) on peut supposer 5(0) non 
singulier. Alors par le Lemme 18.61 après changement de coordonnée le 
point S{t) est le point associé à la boule {\z\ < p~^~^^°}. On montrera 
que est un point fixe attractif de R, ce qui termine la preuve. 

2.1. — Supposons par contradiction -R(O) ^ 0. Après changement de 
coordonnée on suppose -R(O) G Cp. Notons que pour t ^ l'ensemble 
i?({|5;| < p-*+*o}) est une boule, soit r{t) son diamètre. Alors i?({|^| < 
p~*+*"}) = {I2; — -R(0)| < r(t)} est une boule associée au point i?* (5 (t)). 

Si t > est assez grand tel que r(t) < |-R(0)| alors le point R^:{S{t)) 
(qui est associé à la boule {\z — R{0)\ < s(r)}) sépare la boule {1^1 > 
p^*^*"}U{oo}. Comme 5(0) aussi sépare la boule {|z| > p~*"^*''}U{oo}, 
les points R^,{S{t)) et 5(0) appartienent à la même composante connexe 
deMp-{S{t)}. Mais ceci contredit la propriété 5(t) G (5(0), iî*(5(t))). 

2.2. — On conclut que G Cp est un point fixe de iî ; il reste à montrer 
qu'il est attractif. Posons A = -R'(O). Si A = il n'y a rien à montrer, 
donc on suppose A 7^ 0. 

Alors pour r > petit on a -R({|^| < r}) = -R({|2;| < |A|r}) et par 
conséquent pour t > grand on a R^{S{t)) = S{t + logp |A|). Donc la 
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propriété S{t) G {S{0), R^{S(t))) implique log^ |A| < et donc |A| < 1. 
C'est à dire, est un point fixe attractif de R. 

9. Composantes périodiques de l'ensemble de Fatou. 

Fixons une fonction rationnelle R G Cp{z) de degré au moins deux. 
Dans cette section on déduit le Théorème A : 

Théorème A. Soit Cq C P(Cp) une composante périodique de F{R). 
Alors il y a deux cas. 

(1) Cq est un bassin d'attraction immédiat. 

(2) Cq est une composante analytique du domaine de quasi-périodicité. 

La preuve de ce théorème est dans la Section 19.11 
Soit A{R) C P(Cp) l'union des bassins d'attraction imméidat de R 
et posons 

A'{R) = U„>oi?-"M(i?)) et S'{R) = U„>oiî-"(^(iî)). 

Notons que l'ensemble A'{R) est l'union des bassins d'attraction de R. 
Il est facile de voir que les ensembles A'{R) et S'{R) sont disjoints. 

Notons que le Théorème A dit que A{R)VA8{R) (resp. A'{R)US'{R)) 
est égal à l'union des composantes périodiques (resp. prépériodiques) 
de l'ensemble de Fatou. Le corollaire suivant est alors immédiat. 

Corollaire 9.1. Pour une fonction rationnelle R G Cp{z) les propriétés 
suivantes sont équivalentes. 

(1) F{R) = A'iR)u£'{R). 

(2) // n'y a pas des composantes errantes de l'ensemble de Fatou. 

On a conjecturé dans |R-Llj qu'on a F{R) = A'{R) U S'{R) pour 
toute fonction rationnelle. Par le corollaire précédent ceci a lieu si et 
seulement si il n'y a pas des composantes errantes de l'ensemble de 
Fatou ; on peut comparer à jBelj . 

Dans le cas complexe on sait, d'après un théorème de D. Sullivan, que 
toute composante connexe de l'ensemble de Fatou est prépériodique, 
voir |Suj . 

On a aussi le corollaire suivant du Théorème A. 

Corollaire 9.2. Les composantes analytiques de F{R) — {A{R)\-\S{R)) 
coïndicent avec les composantes errantes de F{R). 

Preuve. Soit C C P(Cp) une composante errante de l'ensemble de Fa- 
tou. Comme A' {R)L\S' (R) c'est l'union des composantes prépériodiques 
de l'ensemble de Fatou, on a C C F{R)—A'{R)L\£'{R). Par conséquent 
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il existe une composante analytique C de cet ensemble qui contient C. 
On a 

M{C) U E'{R) c P(Cp) - U„>oi?"(C"). 
Comme toute fonction rationnelle a un point fixe non répulsif (voir |Be2j ) 
on conclut que l'ouvert A!{R) U£\R) n'est pas vide et par conséquent 
il est de cardinalité infinie. 

Par la définition de composante on a C" C C et par conséquent 
C = C. □ 

9.1. Preuve du Théorème A. Notons que par les Propositions Ifi.ll 
et 16.21 les bassins d'attraction immédiat et les composantes analytiques 
du domaine de quasi-périodicité sont des composantes de l'ensemble de 
Fatou. 

Alors le Théorème A est une conséquence immédiate de la proposi- 
tion suivante (rappelons que l'ensemble de Fatou est l'union disjointe 
de ces composantes). 

Proposition A. Soit X C P(Cp) un espace anlytique tel que R{X) C 
X. Alors X intersecte un bassin d'attraction immédiat ou le domaine 
de quasi-périodicité. 

La preuve de cette proposition est plus bas, d'abord on considère 
quelque lemmes. 

Lemme 9.3. Soit B = {\z\ < r} et soit R G 'Cp{z) une fonction 
rationnelle telle que R{B) C B. 

(1) Si R{B) = B et R : B — > R{B) est de degré 1, alors B C 
S{R) et pour tout tq G (0, r) et r' > il existe n > 1 tel que 
\R^ — id\ < r' sur {\z\ < ro}. 

(2) Si R{B) ^ B ou R : B — > R{B) est de degré plus grand que 
1, alors B contient un point fixe attractif zq de R et tout point 
dans B converge vers Zq par itération positive. 

Esquisse de preuve ; voir jR-Llj . La partie 2 est une conséquence simple 
du Lemme de Schwarz. Donc on suppose R{B) = B et R : B — > B 
de degré 1. Notons que la deuxième assertion de la partie 1 implique 
que tout point dans B est récurrent par R et donc B C £{R). 

Fixons ro G (|-R(0)|,r) et considérons la norme uniforme sur Bq = 
{\z\ < To}, qu'on note || ■ ||. Comme R : B — > B est de degré 1 on a 
\R'\ = 1 sur B et il existe A G Cp de norme 1, tel que \R' — A| < 1 sur 
B. Quitte à changer R par un itéré, on suppose |-R' — 1| < 1 sur B. 
Alors il existe 7 G (0, 1) tel que ||-R — id\\ < jr. 

Pour m > 1 on pose Em = R^"" — id. Alors pour A; > 1 on a. 
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OÙ llr^ll < r ^\\emf < l\\£m\ 
pour m assez grand. Donc ||£:. 




m 



□ 



Lemme 9.4. Soit X C P(Cp) un espace analytique. Supposons que 
iS e est un point rationnel fixé par l'action de R et tel que S X . 
Alors X intersecte un bassin d'attraction immédiat ou le domaine de 
quasi-périodicité. 

Preuve. Soit T G S l'ensemble fini tel que pour tout P G 5 — T on ait 
B-p C X et R{B-p) = Br^cp) (voir Proposition 14.21 et la partie 3 de la 
Proposition 13.7p . Comme toute fonction rationnelle à coefficients dans 
Fp à une infinité de poins périodiques (cf. Lemme 10.1 de |R-L2j ) il 
existe un bout V E S périodique par et tel que R^{V) ^ T, pour 
n > 0. Alors il existe > 1 tel que R^{B'p) = B-p or le lemme précédent 
implique que Bp C X intersecte un bassin d'attraction immédiat ou le 
domaine de quasi-périodicité. □ 

Preuve de la Proposition A. Soit X = {5 G Hp | 5 ^ X} l'enveloppe 

convexe de X ; voir Sections 13.3.31 et |H1 Alors X est un ensemble 
connexe contenant au moins deux points (Lemme 13. 4p . 

Comme R{X) C X, on a R^{X) C X f Lemme 14.7p . Alors, par la 
Propriété de Point Fixe il y a deux cas. 

(1) Il existe un point fixe rationnel 5 G de R^: tel que 5 -< X. 
Alors la proposition suit du Lemme 19.41 

(2) Il existe un point fixe attractif zq de R, tel que X contient une 
demi-géodésique issue de Zq. Alors Zq appartient à la fermeture 
topologique de X f Lemme l3.4p et par conséquent X intersecte 
le bassin d'attraction immédiat de zq. 



L'objectif de cet appendice est de montrer le lemme suivante, qu'on 
utilise dans la Section El 

Lemme 10.1. Considérons tqjV'q > et posons Bq = {\z\ < tq} et 
^0 — {kl < "'"ol- Supposons que l'image par l'action de R du bout de 
Bq est le bout de Bq. Considérons r G (0,ro) et soitC = {r < \z\ < tq}. 
Alors on a exactement une des propriétés suivantes. 



(2) L'ensemble C = R{C) HB^ est une couronne dont l'un des ces 
bouts est le bout de BL 



□ 



10. Appendice 1. 



(1) B'qCR{C). 
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Si de plus le degré de R au bout de Bq est au moins deux, 
alors il existe m > indépendent de r, tel que on ait 

mod(C") > mod(C) + mm{m, mod(C)}. 

Le preuve de ce lemme dépend du lemme suivant. 

Lemme 10.2. Soient < ri < vq et supposons que la fonction ra- 
tionnelle R n'a pas ni zéros ni pôles dans {ri < |z| < tq}. Alors 
\R{z)\ = a\z\'^ sur {ri < \z\ < ri}, où a > et d ^ Z. Si l'on a d > 1, 
alors R{{ri < \z\ < ro}) = {arf < \z\ < ar^}. 

Preuve. Par hypothèse R est de la forme XP/Q, où A G Cp — {0}, 
P{z) = {z - ai) ■ . . . ■ {z - ak) ■ {l - zbi) zbm), 
Q{z) = [z~a\).....{z- 4,) ■ (1 - zh\) ■ .... (1 - zh'^,), 

avec |aj|, |a^| < ro et < rf"*^. Alors ro < \z\ < ri implique 

\R{z)\ = |A| ■ 

Supposons d = k — k' > 1. Après changement de coordonnée au 
départ on peut supposer |A| = \w\. Alros tout tq < \z\ < ri satisfaisant 
R{z) = w est de norme égale à 1. De plus P{z) — wQ{z) = \S{z), où 
S{z) = z^ — {w/\)z'' modtTip (rappelons que trip est l'idéal {\z\ < 1}). 
Par conséquent il y a. d = k — k' > 1 préimages de w dans vo < \z\ < vi, 
comptées avec multiplicité. □ 

Preuve du Lemme \lU.l\ Pour r > soit Sr le point associé à {l^l < r}. 
Supposons B'q <f_ R{C) ; après changement de coordonnée on se ramène 
au cas ^ R{C). Soient r < r^ < . . . < ri < ro les normes des 
pôles de R dans C . On pose r = r^+i et pour < i < on pose 
Ci = {ri+i < l^l < Ti}. 

1. — Comme R n'a pas ni zéros ni pôles dans Ci, on a |-R(2;)| = Ojlzl'^' 
sur Ci, oii Oj > et e Z f Lemme llU.2p . Comme l'image du bout de 
Bq est le bout de B^, on a do > 1. Donc R{Co) = {r[ < \z\ < rg}, où 
r[ = aorf° (Lemme COIS). 

2. — On montre par induction R{Ci) = {r'^_^_l < \z\ < r^} pour < 
z < A;, où < r'i^_^_^ < . . . < r[ < r'^. Par le Lemme I1U.2I il suffit de 
montrer di > 1 pour < i < k. 

Par 1, ceci est vraie pour i = ; supposons par induction que cette 
propriété est vraie pour i — 1. Alors l'image du bout de {|z| > r.j}U{oo} 
est le bout de {\z\ > r^'} U {oo} et par conséquent i?*(iSr..) = Sr'.- Soit 
B une boule associée à telle que l'image de son bout soit le bout 
de {\z\ < r[}. On a G {\z\ < r-} C R{B) (Lemme |3.6|) et comme 
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^ R{{r < \z\ < ro}) on conclut B = {\z\ < Vi}. C'est à dire, l'image 
du bout de {|z| < rj} est le bout de {|2;| < r^'} et par conséquent di> 1. 

3. — Soit 1 < ï < A; et soit B C {\z\ = rj} une boule associée à 5^.. 
Comme ^ R{C), R{B) est une boule fLemme l3.6p qui est associée 
à Sr' et qui est différente de {\z\ < r'j. Comme R^, : Sr — >■ Sr' est 

i ^^^^ L I I t J ï j 

surjective f Proposition 13. 7|) . on conclut que -R({|2| = ri}) est soit égal 
à {\z\ = r'j}, soit égal à {\z\ > r-} U {c)o}. Dans les deux cas on a 

C = R{C)nB', = Ri{rk+i < \z\ < ro})n{\z\ < r',} = {r',^, < \z\ < r',}. 

4. — Il reste à montrer la dernière assertion de la partie 2. Comme 
l'image du bout de Bq est le bout de B'q, il existe s G (0, ro) indépendent 
de r tel que on ait |-R(2;)| = ao|^|'^° sur {s < \z\ < ro}. Soit m = 
mod({s < \z\ < ro}), on a mod(Co) > min{m, mod(C)}. Notons que 
do est le degré de R au bout de Bq. Donc par 2, si do > 1 on a 

mod(C) = ^rfi- mod(Ci)>^ mod(Ci) + (do-l)- mod(Co). 

> mod(C) + min{m, mod(C)}. 

□ 
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